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Capitolo 2 – Operazioni finanziarie composte 

 
2.1 – Concetti di base 
 
Una rendita corrisponde a un insieme di rate disponibili a 
determinate scadenze 
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k 1
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Considerando un regime finanziario traslabile, si definisce valore 
capitale di una rendita la somma delle diverse rate, riportate 
finanziariamente a una determinata epoca e in particolare: 
 
 Valore attuale o valore iniziale: valore capitale della rendita ad 
un’epoca T anteriore o uguale all’epoca iniziale t1 
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 Montante o valore finale: valore capitale della rendita ad 
un’epoca T  posteriore o uguale all’epoca finale tn 
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 Valore (capitale): valore capitale della rendita ad un’epoca T 
intermedia rispetto agli estremi dell’intervallo (t1,tn) 
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Si definisce operazione finanziaria composta quell’operazione che 
scambia l’importo VT  o WT oppure AT  (denominati valore) con la 
rendita delle n  rate (denominata flusso degli importi o delle rate). 
 
Nel caso di valore attuale si definisce cash-flow dell’operazione 
composta l’insieme del valore attuale e del flusso delle rate, che 
assume le seguenti forme, a seconda che si tratti di investimento 
oppure di finanziamento 
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e analogamente nel caso di montante 
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Una rendita si dice equiintervallata se gli intervalli di tempo tra 
due successive rate sono tutti uguali  
 


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e in tale caso risulta: 
 
 Valore attuale: valore capitale della rendita ad un’epoca T 
anteriore o uguale all’epoca iniziale t + w 
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 Montante o valore finale: valore capitale della rendita ad 
un’epoca T  posteriore o uguale all’epoca finale t + nw 
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 
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 Valore (capitale): valore capitale della rendita ad un’epoca T 
intermedia rispetto agli estremi dell’intervallo (t + w , t + nw) 
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2.2 – Classificazione delle rendite 
 
Ipotizzando di operare nell’ambito del regime finanziario della 
capitalizzazione composta con tasso d'interesse uniperiodale 
effettivo costante i (legge finanziaria traslabile e scindibile), il 
valore capitale della rendita ad una qualsiasi epoca T risulta 
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n n
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T k k
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e le rendite possono essere classificate secondo diversi criteri: 
 
 periodiche (equiintervallate, in particolare uniintervallate) o 
non periodiche, a seconda che l’intervallo di tempo intercorrente 
tra due rate consecutive sia costante (in particolare, unitario) 
oppure no,  
 
 costanti (in particolare: unitarie) o variabili, a seconda della 
costanza o meno dell’importo delle diverse rate, 
 
 intere o frazionate, ossia discrete, oppure continue, a seconda 
che le rate siano riferite a periodi unitari (ad es. anno) oppure a 
frazionamenti di tali periodi unitari (ad es. semestri, quadrimestri, 
trimestri, bimestri, mesi, ecc.) oppure ad un insieme di tempi di 
tipo continuo (considerabile come caso limite di frazionamenti) 
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 temporanee o perpetue, a seconda che il numero delle rate sia 
finito oppure infinito, 
 
 anticipate o posticipate, a seconda che le rate siano riferite 
all’epoca iniziale o all’epoca finale di ciascun periodo di 
riferimento della rendita, 
 
 immediate o differite, a seconda che la prima rata sia riferita, 
oppure no, al primo periodo di riferimento della rendita. 

 

Esercizio 2.2 (1)  -  Valore capitale di una rendita   >>> 

 
 
2.3 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate variabili 
intere temporanee 
 
Considerati diversi flussi d'importi, possono considerarsi diversi 
tipi di rendita e i relativi valori attuali al tempo iniziale: 

 
 rendita immediata posticipata di durata pari ad n periodi 
unitari 
 

n

k

k 1

R k( , )


     
n

k

0 k
k 1

V R 1 i( )



       
n

n k

n k
k 1

W R 1 i( ) 



      

 
n n

n k n k n

n k k 0
k 1 k 1

W R 1 i 1 i R 1 i r V( ) ( ) ( ) 

 

             
n

0 n

n

n 0

V v W

W r V

 

 
 

 
 rendita immediata anticipata di durata pari ad n periodi unitari 
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 rendita differita di t periodi posticipata di durata pari ad n 
periodi unitari 
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 rendita differita di t periodi anticipata di durata pari ad n 
periodi unitari 
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Esercizio 2.3 (1)  -  Valori attuali e montanti >>> 

 
 rendita immediata posticipata di durata pari ad n periodi 
unitari, in progressione aritmetica di prima rata R e ragione p 
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se p=0 (e quindi g=0),  la rendita coincide con la rendita immediata 
posticipata costante di durata pari ad n  periodi unitari 
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 rendita immediata anticipata di durata pari ad n periodi unitari, 
in progressione aritmetica di prima rata R e ragione p 
 


 

  

( ( ))

( ( ), )

k

g

R
n

k 1 p
R 1 k 1

R

R p k 1 k 1      
n n 1

a k 1 k 1

0
k 0 k 1

V R 1 i p k 1 i( ) ( )( ) ( )


   

 

      

 
n n

a n k 1 n k 1

n
k 1 k 1

W R 1 i p k 1 i( ) ( )( ) ( )   

 

          

a n a

0 n

a n a

n 0

V v W

W r V

 

 
 

 
se p=0 (e quindi g=0),  la rendita coincide con la rendita immediata 
anticipata costante di durata pari ad n  periodi unitari 
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Esercizio 2.3 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 
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 rendita immediata posticipata di durata pari ad n periodi 
unitari, in progressione geometrica di prima rata R e di ragione q 
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se q=1 (e quindi g=0),  la rendita coincide, come già visto, con la 
rendita immediata posticipata costante di durata pari ad n periodi 
unitari 
 
 rendita immediata anticipata di durata pari ad n periodi unitari, 
in progressione geometrica di prima rata R di ragione q 
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se q=1 (e quindi g=0),  la rendita coincide, come già visto, con la 
rendita immediata anticipata costante di durata pari ad n periodi 
unitari 
 

Esercizio 2.3 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 
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2.4 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
intere  temporanee 
 
Considerando rendite di durata pari a n periodi unitari, con 
eventuale differimento, (ipotizzando, anche per il seguito, i > 0 ) 
risulta 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata  
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 Montante di una rendita posticipata immediata  
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
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 Montante di una rendita anticipata immediata 
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 Valore attuale di una rendita posticipata differita di t periodi 
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 Valore attuale di una rendita anticipata differita di t periodi 
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Esercizio 2.4 (1)  -  Rendite: valori attuali e montanti  >>> 

 

Esercizio 2.4 (2)  -  Rendite: valori attuali  >>> 

 

Esercizio 2.4 (3)  -  Rendite: modifica delle condizioni  >>> 

 
Esercizio 
 
Valori attuali e montanti di rendite posticipate e anticipate 
immediate nell’ipotesi che il tasso di interesse risulti nullo o 
negativo 
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2.5 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
intere perpetue 
 
Considerando rendite di durata infinita, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata 
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
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 Valore attuale di una rendita posticipata differita di t periodi 
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 Valore attuale di una rendita anticipata differita di t periodi 
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Esercizio 2.5 (1)  -  Rendite perpetue: valutazione  >>> 

 

Esercizio 2.5 (2)  -  Rendite perpetue: calcolo del tasso  >>> 

 
 
2.6 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
frazionate temporanee 
 
Considerando rendite di durata pari a n periodi unitari, risulta 
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 Valore attuale di una rendita posticipata immediata  
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
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 Montante di una rendita posticipata immediata  
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 Montante di una rendita anticipata immediata  
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Esercizio 2.6 (1)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 

 

Esercizio 2.6 (2)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 

 
 

2.7 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
frazionate perpetue 
 
Considerando rendite di durata infinita, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata 
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

 

m

m m

i n i n in n
m m m m m

1
i i 1 1 1 1ma lima lima
j j i j m

( ) ( )

  



        

 
 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
 

  

m

m m

i n i n in n
m m m m m

j
1

d d 1 1 1 1ma lima lima
d j j m

( ) ( )

  



        

 
 

2.8 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
continue temporanee 
 
Considerando rendite di durata pari a n periodi unitari, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita immediata  
 

 

 

  

n
m

n i n i n i n i n nm m
m

n i n
m

n i n i n i n im m
m

i i i 1 v
a lim a lim a a

j i 1 v 1 e
a

d d d 1 v
a lim a lim a a

d

( ) ( )

( ) ( )



 



 

 
    

  
   

    
 
 

 
 Montante di una rendita immediata  
 

 

 

  

n
m

n i n i n i n i n nm m
m

n i n
m

n i n i n i n im m
m

i i i r 1
s lim s lim s s

j i r 1 e 1
s

d d d r 1
s lim s lim s s

d

( ) ( )

( ) ( )



 



 

 
    

  
   

    
 
 
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2.9 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate unitarie 
continue perpetue 
 
 Valore attuale di una rendita di durata infinita 
 

 



 

i n i n in n

i

i n i n in n

i i 1
a lima lima

1i
a

d d 1
a lima lima

d

( ) ( )

( ) ( )

 

  


 

  

 
    

  
   
  

 

 
I diversi risultati possono essere riepilogati nei seguenti schemi: 
 

 

 





 
   

 
   

 
    

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n i n i i i

n n
m m m m

n i n i i i
m m m m

n n

n i i

Temp post Temp ant Perp post Perp ant

1 v 1 v 1 1
Intera a a a a

i d i d

1 v 1 v 1 1
Fraz a a a a

j j

1 v 1 e 1
Cont a a



 

  

 

 

 
 

 
 

 
  

( ) ( )

n n

n i n i

n n
m m

n i n i
m m

n n

n i

Temp post Temp ant

r 1 r 1
Intera s s

i d

r 1 r 1
Fraz s s

j

r 1 e 1
Cont s





 

 

 

Esercizio 2.9 (1)  -  Rendite continue: valutazione  >>> 

 
I diversi risultati ottenuti con riguardo  alle rendite continue 
(temporanee e perpetue)  
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

 

n n

n i

1 v 1 e
a

 
       

i

1
a


      



 

n n

n i

r 1 e 1
s

 
   

 
possono essere ottenuti direttamente, infatti 

 
 



 

nn t n
t

n i
0 0

e 1 e
a e dt

 
   

   
 

      




 

t
t

i
0 0

e 1
a e dt

 




 
   

 
  

 
 



 

nn n t n
n t

n i
0 0

e e 1
s e dt

( )
( )


   

   
 

  

 
In generale, considerando un tasso istantaneo di tipo variabile, le 
formule scritte in precedenza si trasformano in   
 



t

w

0

n dw

n i
0

a e dt


       


t

w

0

dw

i
0

a e dt
 




       



n

w

t

n dw

n i
0

s e dt


   

 
 

2.6…9 bis – Valori attuali e montanti: valutazioni approssimate 
 
Ricordando le formule approssimate relative ai tassi nominali di 
interesse e di sconto 
 

m

m 1
j i 1 i

2m

 
 

 
     m

m 1
d 1 d

2m


 
 

 
 

 
è possibile costruire le espressioni approssimate dei fattori 
correttivi relativi alle formule delle rendite frazionate 
 

m

i i 1 m 1
1 i

m 1m 1j 2m1 ii 1 i
2m2m


 

 
 

 
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m

d d 1 m 1
1 d

m 1m 1 2m1 dd 1 d
2m2m




 

 
 

 

 

 
da cui, nel caso di durata finita, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita frazionata posticipata immediata  
 

( ) ( )m n

n i n i n i n i
m

i m 1 m 1
a a 1 i a a 1 v

j 2m 2m

  
     

 
 

 
 Valore attuale di una rendita frazionata anticipata immediata 
 

( ) ( )m n

n i n i n i n i
m

d m 1 m 1
a a 1 d a a 1 v

2m 2m

  
     

 
 

 
 Montante di una rendita frazionata posticipata immediata  
 

( ) ( )m n

n i n i n i n i
m

i m 1 m 1
s s 1 i s s r 1

j 2m 2m

  
     

 
 

 
 Montante di una rendita frazionata anticipata immediata  
 

( ) ( )m n

n i n i n i n i
m

d m 1 m 1
s s 1 d s s r 1

2m 2m

  
     

 
 

 

Esercizio 2.6 (3)  -  Rendite frazionate: valutazione appross  >>> 

 
e nel caso di  durata infinita 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata 
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( )m

i i
m

i m 1 1 1 m 1
a a 1 i

j 2m i i 2m 

  
    

 
 

 
 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
 

( )m

i i
m

d m 1 1 1 m 1
a a 1 d

2m d d 2m 

  
    

 
 

 
Ricordando le formule approssimate relative al tasso istantaneo 
(di interesse e di sconto) 
 

i
i 1

2


 
 

 
     

d
d 1

2


 
 

 
 

 
è possibile costruire le espressioni approssimate dei fattori 
correttivi relativi alle formule delle rendite continue 
 

i i 1 i
1

ii 21i 1
22


 

 
 

 

     
d d 1 d

1
dd 21d 1
22


 

 
 

 

 

 
da cui, nel caso di durata finita, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita immediata 
 

( )

( )

n

n i n i n i
n i n i

n i
n

n i n i n i

i i 1
a 1 a a 1 v

a a2 2
a

2d d 1
a 1 a a 1 v

2 2





  
         

  
         

 

 
 Montante di una rendita immediata 
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( )

( )

n

n i n i n i
n i n i

n i
n

n i n i n i

i i 1
s 1 s s r 1

s s2 2
s

2d d 1
s 1 s s r 1

2 2





  
         

  
         

 

 
e nel caso di durata infinita 
 

i
i i

i

i

i i 1 1 1 1 1a 1
a a2 i i 2 i da

2 2d d 1 1 1
a 1

2 d d 2






 





  
         

   
        

 

 
I diversi risultati possono essere riepilogati nei seguenti schemi: 
 

 
   

   

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

m n m n

n i n i n i n i
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m 1 m 1
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2m 2m
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 … 

 

… 
 

 

 
 

 
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i i

i i

Perp post Perp ant
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i 2m d 2m
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Cont a a

i 2 d 2

 

 

 
   

     

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

m n m n

n i n i n i n i
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2m 2m

1 1
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2.10 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate variabili (in 
progressione aritmetica) intere temporanee e perpetue 
 
Considerando rendite temporanee di durata pari ad n periodi 
unitari, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata  

 

  



      

    

  
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( ) ...
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n
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p
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




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 
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   

    



/
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h 1n i n h 1 i
k 1 k 1 h 1 h 1 k h h 1 h 1

g 1

n n
h 1 n nn n

n ih 1

1 v
Ia kv v v a v

i

1 vv v nva nv 1 v 1 ndd
i i i i d

 


     ( )( ) ( ) ( ) ( )

n

n ig

n i n i n i n i

a nv
Ia 1 g a g Ia 1 g a g

i
     

o

n i n i
Ia a( )( )   

 
 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
 







  

 



  
   
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n
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d
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
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o
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 Montante di una rendita posticipata immediata  
 




 

( )

( ) ( )
n in

n i n i

g 1

s n
Is r Ia

i
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
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o
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 Montante di una rendita anticipata immediata 
 

 







    
    
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n i n i n i n i
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d
( )( ) ( ) ( ) ( )


           

o
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Esercizio 
 
Valore attuale (caso: g=1) di una rendita temporanea posticipata 
differita di t periodi  
 

  









      
  

   
   

  
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/
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Considerando rendite di durata infinita, risulta 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata 
 

n

n ik i

2i n
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a nv a 1 1 1
Ia kv lim

i i i d i i
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
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
 

2i i

r 1 1 1
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i d d d i d
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Esercizio 
 
Valore attuale (caso: g=1) di una rendita perpetua posticipata 
differita di t periodi  
 



  


       / /( ) ( ) ( )

t t t t 1
t i
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Esercizio 2.10 (1)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 

Esercizio 2.10 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 

Esercizio 2.11 (3)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 
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Esercizio 
 
Valori attuali e montanti di rendite posticipate e anticipate 
immediate nell’ipotesi di ragione pari all’opposto del tasso di 
interesse 
 


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Esercizio 
 
Valori attuali e montanti di rendite posticipate e anticipate 
immediate nell’ipotesi di tasso di interesse nullo 
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2.11 – Valori attuali e montanti: rendite uniintervallate variabili (in 
progressione geometrica) intere temporanee e perpetue 
 
 Valore attuale di una rendita posticipata immediata  
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
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 Montante di una rendita posticipata immediata 
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 Montante di una rendita anticipata immediata 
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 Valore attuale di una rendita posticipata immediata 
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 Valore attuale di una rendita anticipata immediata 
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Esercizio 2.11 (1)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 

Esercizio 2.11 (2)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 

Esercizio 2.11 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
Esercizio 
 
Valori attuali e montanti di rendite posticipate e anticipate 
immediate nell’ipotesi di tasso di interesse nullo 
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2.12 – Problemi relativi alle rendite: ricerca del valore attuale e del 
montante, della rata, della durata e del tasso di interesse/sconto 
 
 Ricerca del valore attuale e del montante di una rendita 

costante intera 
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 Ricerca della rata di una rendita costante intera 
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Nota: 
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 Ricerca della durata di una rendita costante intera 
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 Ricerca del tasso d'interesse di una rendita costante intera 
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è un’equazione trinomia di grado n+1 nell’incognita r, la quale 
presenta l’immediata soluzione r = 1, ossia i = 0, e poiché presenta 
due variazioni di segno nei coefficienti, per il teorema di Cartesio, 
presenta un’altra soluzione positiva, che si può dimostrare essere 
unica e tale per cui r > 1 ossia i > 0. Tale tasso, denominato T.I.R. 
(Tasso Interno di Rendimento) ovvero I.R.R. (Internal Rate of 
Return) può essere calcolato con metodi di tipo numerico, anche 
nel caso di rendite con rate non costanti, ma tutte dello stesso 
segno.  
 
Analogamente risulta 
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Nota: Ipotizzando rendite variabili uniintervallate posticipate, le 
equazioni del T.I.R., per il valore attuale e di montante, risultano 
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 Ricerca del valore attuale e del montante di una rendita 

costante frazionata (rata R intera da suddividere in m rate 
frazionate di importo R1/m pari ad un 1/m di R) 
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 Ricerca della rata di una rendita costante frazionata 
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Nota: 
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 Ricerca della durata di una rendita costante frazionata 
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 Ricerca del tasso d'interesse di una rendita costante 

frazionata 
 

1n n
m n nm

nn i
m m

1 1
n n

n n nm m

1 v r 1
a a ar m r 1 r 1

j j r

amr amr r 1 0 amr am 1 r 1 0

( ) ( )

( )
 

 
      

         

 

 
è un’equazione di grado frazionario nell’incognita r, la quale 
presenta la soluzione r = 1, ossia  i = 0, ed eventuali altre soluzioni 
calcolabili con metodi di tipo numerico. Analoghe risultano le 
equazioni per i montanti ed i valori attuali di rendite anticipate. 

 
 Ricerca del valore attuale e del montante di una rendita 

costante continua 
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 Ricerca della rata di una rendita costante continua 
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Nota: 
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 Ricerca della durata di una rendita 
 


 
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 Ricerca del tasso d'interesse/sconto 
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è un’equazione trascendente nell’incognita r, la quale presenta la 
soluzione r = 1, ossia i = 0, ed eventuali altre soluzioni calcolabili 
con metodi di tipo numerico. Analoghe risultano le equazioni per i 
montanti ed i valori attuali di rendite anticipate. 
 
 Ricerca del valore attuale e del montante di una rendita in 

progressione aritmetica intera (R,p(=Rg)) 
 

n n
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e in particolare 
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
 ( )
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 Ricerca delle rate di una rendita in progressione aritmetica 

intera (R,p(=Rg)) 
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e in particolare 
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 Ricerca della durata di una rendita in progressione aritmetica 

intera (R,p(=Rg))  >>>   risolvere con metodi numerici 
 

 Ricerca del tasso d'interesse di una rendita in progressione 
aritmetica intera (R,p(=Rg))  >>>  risolvere con metodi numerici 
 

 Ricerca del valore attuale e del montante di una rendita in 
progressione geometrica intera (R,1+g) 

 


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
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 Ricerca delle rate di una rendita in progressione geometrica 

intera (R,1+g) 
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 Ricerca della durata di una rendita in progressione geometrica 
intera (R,1+g) 
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Analoghe relazioni risultano nel caso di montanti e di valori attuali 
di rendite anticipate. 

 
 Ricerca del tasso d'interesse di una rendita in progressione 

geometrica intera (R,1+g)  >>>  risolvere con metodi numerici 
 

Esercizio 2.12 (1)  -  Rimborso di un prestito  >>> 

 

Esercizio 2.12 (2)  -  Ricerca della rata  >>> 

 

Esercizio 2.12 (3)  -  Calcolo di una pensione  >>> 

 

Esercizio 2.12 (4)  -  Investimento in beni culturali  >>> 

 



39                                               Matematica Finanziaria   

 

Antonio Annibali                                                                                                                   a.a.  2011-12  

Appendice 
 
Formula generale per il calcolo del valore attuale di una rendita 
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Esercizi svolti in Excel Microsoft 
 

 

Esercizio 2.2 (1)  -  Valore capitale di una rendita   >>> 

 

    
 

 

Esercizio 2.3 (1)  -  Valori attuali e montanti >>> 

 
Calcolare valori attuale e montanti di una rendita unintervallata 
variabile intera temporanea  
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Esercizio 2.3 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 
Calcolare valori attuale e montanti di una rendita unintervallata 
variabile in progressione aritmetica intera temporanea  
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Esercizio 2.3 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
Calcolare valori attuale e montanti di una rendita unintervallata 
variabile in progressione geometrica intera temporanea  
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Esercizio 2.4 (1)  -  Rendite: valori attuali e montanti  >>> 

 
Tabulare i valori attuali (immediati e differiti) e i montanti di 
rendite (posticipate ed anticipate) al tasso effettivo i e per le 
diverse durate da 1 ad 20 periodi unitari  
 

20 20n n

n i n i
n 1 n 1
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n i n i
n 1 n 1

20 20n n
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t tn i n i
n 1 n 1

1 v 1 v
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i d

r 1 r 1
s s

i d

1 v 1 v
a v a v

i d
/ /

 

 

 

 
 

 
 

 
   
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Esercizio 2.4 (2)  -  Rendite: valori attuali >>> 

 
Tabulare i valori attuali di rendite posticipate per i diversi tassi 
effettivi da 2% a 20% (oppure da k% a 10k%) e per le diverse 
durate da 1 ad 10 (oppure da w a 10w) periodi unitari  
 

.

.

( . )

( )
10 0 20 n

n i
i 0 02n 1

0 02

1 1 i
a

i


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 
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Esercizio 2.4 (3)  -  Rendite: modifica delle condizioni  >>> 

 
Un soggetto doveva pagare un debito di ammontare C mediante n 
rate costanti posticipate al tasso effettivo i. Dopo pagata la s-sima 
rata, tale soggetto chiede di raddoppiare il residuo periodo di 
rimborso, ma il creditore nell’accettare la richiesta, impone il 
raddoppio del tasso d'interesse e l’anticipazione del pagamento 
delle rate. Calcolare: 
 
 l’ammontare della rata originariamente pattuita, 
 l’ammontare della rata modificata. 
 
 Rata originaria 
 

( )
1 n

n i

C i
R C

a 1 1 i 
 

 
 

 
 Debito residuo (dopo il pagamento della s-sima rata) 
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 Rata modificata  
 

( )

( )
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Esercizio 2.5 (1)  -  Rendite perpetue: valutazione  >>> 

 
Calcolare i valori attuali (posticipati ed anticipati) di rendite 
perpetue al tasso effettivo del 5% 
 

i i

1 1 1
a a 1

i d i
,

 
     

 

      
 
 

Esercizio 2.5 (2)  -  Rendite perpetue: calcolo del tasso  >>> 
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A fronte del pagamento di una rendita perpetua di rata pari a R, un 
soggetto ottiene di pagare n rate posticipate di importo pari a R1.  
Calcolare il tasso effettivo al quale è stata effettuata l’operazione. 
 

( )

( )

( ) ( )

ni

1n

1 1n i

n n 1 1
n

1 1 1

R
D R a

R 1 1 ii
R

i i1 1 i
D R a R

i

R RR
1 i 1 1 i i 1

R R R R R








    

  
   



         
 

           

 

      
 

 

Esercizio 2.6 (1)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 

 
Tabulare i valori attuali e i montanti (posticipati ed anticipati) di 
una rendita di 20 annualità al tasso effettivo del 5% per diversi 
frazionamenti: 1, 2, 3, 4, 6, 12, 24, 52, 365, 8760, 525600 
 

m m m m

n i n i n i n i
m 1 2 3 4 6 12 24

52 365 8760 525600

a a s s( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , ,

, , ,

( , , , )

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Esercizio 2.6 (2)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 

 
Calcolare il montante del versamento di 4m (es. 40) rate 
trimestrali di importo R (es. 1000, in capitalizzazione composta in 
base ad un tasso nominale con convertibilità quadrimestrale j3  
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3
3

1

4

3

3

3n i j
n 1 14 4 33

4

n i

4n

1n
4

n i 4n i
1 1 1

4 4 4

j
1 1

i 3
4R s 4R s

j
j

4 1 1
V 4R s 3

1 i 1
i i 1 i 1

R s R R R s
i i i i

( )

( )
( )

 
  

 

  
   

  


         


 
     




 

 

 
 

 
 

 

Esercizio 2.6 (3)  -  Rendite frazionate: valutazione appross  >>> 

 
Ripetere l’esercizio precedente, considerando le formule 
approssimate per il calcolo dei tassi necessari all’effettuazione 
del calcolo.  
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3
3

4

n i n i
4

3
33 3 3

j
n j 133 3

4 3 3 3

i
V 4R s 4R s

j

j3 1 ji j 1 j j 1 12 3 3 3V 4R s
jj3 4 1j j 1 j j 1
242 3 4 24

( )

 
 

 

 

   
           


              

 

 

 
 

 
 

Esercizio 2.9 (1)  -  Rendite continue: valutazione  >>> 

 
Dato il tasso effettivo del 6%, calcolare il valore attuale di una 
rendita continua di rata annua di € 1000 per una durata di 10 anni. 
Ripetere l’esercizio nell’ipotesi che il 6% sia nominale istantaneo. 
 



n i n i n i n i n i

i 0 06 lg 1 i

i i R i i
A R a R a R a a R 1 a

iln 1 i 2
i 1

2

. ( )

( )

   

 
    

     
 
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






 n i n i n i n i

0 06 i e 1

1
i 2

A R a R a R a R 1 a
2

.   

 
 

  
    

 

 

 

 
 

 
 

 

Esercizio 2.10 (1)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 
Tabulare i valori attuali e i montanti di rendite (posticipate ed 
anticipate) in progressione aritmetica di ragione g = 10% al tasso 
effettivo del 5% e per le diverse durate da 1 ad 20 periodi unitari  
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Esercizio 2.10 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 
Tabulare i valori attuali di rendite posticipate in progressione 
aritmetica di ragione g = 100% per i diversi tassi effettivi da 2% a 
20% (oppure da k% a 10k%) e per le diverse durate da 1 ad 10 
(oppure da w a 10w) periodi unitari  
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Esercizio 2.10 (3)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 
Calcolare il valore attuale di una rendita immediata anticipata con 
rate in progressione aritmetica di prima rata pari ad € 1000 e 
ragione pari a € 400, temporanea con durata pari a 13 anni 
(oppure perpetua) al tasso di interesse del 6% annuo. 
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0 4
0 13 0 06
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13 0 06
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1 06

a 13 1 06
600a 400 Ia 600a 400
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( . )

.

.

. . .

.
. ( )

.

( . )
( )

.



    

 
   

 

 

0 4
0 20 06 0 06 0 06

1 4 0 4
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0 06 0 06
( . )

. . .
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. .  
        
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Esercizio 2.11 (1)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
Tabulare i valori attuali e i montanti di rendite (posticipate ed 
anticipate) in progressione geometrica di ragione g = 3% al tasso 
effettivo del 5% e per le diverse durate da 1 ad 20 periodi unitari  
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Esercizio 2.11 (2)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
Tabulare i valori attuali di rendite posticipate in progressione 
geometrica di ragione g = - 25% per i diversi tassi effettivi da 2% a 
20% (oppure da k% a 10k%) e per le diverse durate da 1 ad 10 
(oppure da w a 10w) periodi unitari  

 

 
 

 
 



62                                               Matematica Finanziaria   

 

Antonio Annibali                                                                                                                   a.a.  2011-12  

 
 
 

Esercizio 2.11 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
Calcolare il valore attuale di una rendita immediata anticipata con 
rate in progressione geometrica di prima rata pari ad € 1000 e 
ragione pari a 1.03, temporanea con durata pari a 13 anni (oppure 
perpetua) al tasso di interesse del 6% annuo. 
 

0 13 0 029126

i g 0 06 0 03
0 029126 V 1000a

1 g 1 03 .

. .
.

.

 
   


 

 

0

1 06 1 06
V 1000 1000

0 06 0 03 0 03

. .

. . .
 


 

 



63                                               Matematica Finanziaria   

 

Antonio Annibali                                                                                                                   a.a.  2011-12  

 
 

 
 

 

Esercizio 2.12 (1)  -  Rimborso di un prestito  >>> 
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Trovare in quanto tempo si estingue un debito di € 10000, 
pagando rate annue posticipate di 800 al tasso effettivo annuo di 
interesse del 5%.  Ai fini del periodo di rimborso, considerare un 
numero intero di rate e calcolare l’eventuale rata a saldo. 
 
 Condizione di coerenza dei dati del problema 
 

A 10000
A

i 0 05 a 12 5 1 ai 0 6250
R

R 800

. . .

 


      
 

 

 
 Calcolo del periodo di rimborso 

 

lg 1 ai lg0 375 0 980829
n 20 1030

lg 1 i lg1 05 0 048790

20 1030 20 1030 0 1030 20 0 1030

( ) . .
.

( ) . .

. [ . ] . .


     



   

 

 
 Hp 1 – Rata integrativa di tipo aggiuntivo 

 
[ ]

[ ] .

.

.

( ) .

( . ) . . . .

n 1 21

1 1n i 20 0 05

21

1 20 0 05

A R a R v 10000 800 a R 1 05

R 10000 800 a 1 05

10000 800 12 4622 2 7859 30 23 2 7859 84 22

     

 

     

 

 
 Hp 2 – Ultima rata con integrazione 

 
[ ]

[ ] .

.

.

( ) .

( . ) . . . .

.
.

.

n 20

2 2n 1 i 19 0 05

20

2 19 0 05

A R a R v 10000 800 a R 1 05

R 10000 800 a 1 05

10000 800 12 0853 2 6532 331 74 2 6532 880 21

84 22
880 21 800

1 05




    

 

     

 
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Esercizio 2.12 (2)  -  Ricerca della rata  >>> 

 
Un soggetto versa mensilmente e anticipatamente € 1000 per 10 
anni al fine di ottenere, alla conclusione dei versamenti, una 
rendita mensile posticipata per un periodo di tempo pari al doppio 
di quello di versamento (20 anni). Ipotizzando di utilizzare un tasso 
effettivo annuo di 0.08, calcolare la rata mensile che il soggetto 
potrà ottenere. 
 
 
 Dati del problema 
 

.

1 1

m 12

1 1

m 12

1

2 1

Rata mensile da versare R R 1000

Rata annua da versare R mR 12 R 12000

i Tasso di interesse 0 08

n Durata versamenti 10

n Durata incassi 2n 20

  

   

 

 

  

 

 
 Montante al termine del periodo di versamento 
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  1 1 1

m

n i n i n i 10 0 08
m m 12

d i 0 08
M Rs R s R s 12000 s( )

.

.
     

 
 Rata annua e mensile da riscuotere 
 





1
1

2 2
2 2

1

2

n i
m n im

m

mn i n i
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a a
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.

ˆ

.

    

  
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1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1

1

n1 1 1
n i n i n im m m

n n

2 n i n i n i n i n i

1 1
n 10
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1

12

s s r a
R R r R r R r

a a v a a v a

r 1 08
R 12000 17819 78

1 1 081 v

R
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ˆ

.
.

.

ˆ
ˆ .

 



  
 

  


  
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k 1 1

k 0 k 0 k 12 n 1m m

R R 0 R
( ) ( )

( )
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  

   
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  
 
 
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
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 
  
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Esercizio 2.12 (3)  -  Calcolo di una pensione  >>> 

 
Un soggetto versa annualmente e posticipatamente un contributo 
di € 10000 per un certo numero di anni al fine di ottenere, alla 
conclusione dei versamenti, una pensione annua posticipata dello 
stesso importo. Calcolare la durata del periodo di pensione al 
variare della durata del periodo di contribuzione (e ovviamente 
del tasso di rendimento applicato al montante contributivo). 
Indicare anche per quale durata del periodo contributivo la 
rendita pensionistica risulta perpetua. 
 

1

2

Contributo annuo da versare R 10000

i Tasso di rendimento

n Durata del periodo di contribuzione

n Durata del periodo di pensionamento

 






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 Montante contributivo al termine del periodo di versamento 

 

1n i
M Rs  

 
 Rata annua di pensione 
 

1

2 2

n i

n i n i

R sM
R

a a
   

 
 Durata del periodo di pensionamento 

 
1 2

12

1 2

1

1

n n
nn

n i n i

n
n

2 2

1 i 1 1 1 i
s a 1 i 2 1 i

i i

lg 2 1 i
n lg 1 i lg 2 1 i n

lg 1 i

( ) ( )
( ) ( )

( ( ) )
( ) ( ( ) )

( )


   

       

 
       



 

 
 Rendita pensionistica infinita 

 
2

2

2

2 2

n
n

1 1

n

1
n n

lg 2 1 i
n lg 1 i lg 2 1 i n

lg 1 i

lg 2 1 i lg 2
lim n lim

lg 1 i lg 1 i

( ( ) )
( ) ( ( ) )

( )

( ( ) )

( ) ( )






 

 
     



 
 

 
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 Andamento del montante contributivo 
 

1 1

1

n n

t t 1 1 1

n 1 t 1

M max M 1 i n t n t 0
... ...

( ) ( )( ( ) ( ) ( ), )


 

       
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Esercizio 2.12 (4)  -  Investimento in beni culturali  >>> 

 
Una istituzione pubblica operante nell’ambito dei beni artistici e 
culturali effettua un investimento, che prevede costi e ricavi tali 
da permettere valutazioni di tipo finanziario, economico e sociale: 

 

 Tempo finale dei costi d'investimento M  

 

 Tempi iniziale e finale di valutazione P N,  

 

 Tasso di mercato di riferimento  i    

 
 Costi d'investimento  
 

M

t

t 0

C


 

  
 Costi di gestione (costo iniziale 1G , tasso di incremento Gi )   

       
N

t 1
t 1 G

t 1

G G 1 i( ) 



   

 
 Ricavi per vendita biglietti (ricavo iniziale 1B , tasso di 

incremento Bi )    

 
N

t 1
t 1 B

t 1

B B 1 i( ) 



   

 
 Ricavi per vendita libri (ricavo iniziale 1L , tasso di 

incremento Li )    
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N
t 1

t 1 L

t 1

L L 1 i( ) 



   

 
 Introiti diversi (introito iniziale 1D e tasso di incremento Di )    

 
N

t 1
t 1 D

t 1

D D 1 i( ) 



   

 
 Introiti turistici (introito iniziali 1T e tasso di incremento Ti )    

 
N

t 1
t 1 T

t 1

T T 1 i( ) 



   

 
 Imposte sui ricavi per vendita libri e introiti diversi (aliquota 

d’imposta a ) 

 
N

t t t

t 1

S a L D( )


   

 
Considerando i tre diversi cash-flow: 

  
 Cash-flow finanziario, derivante dai costi di investimento e di 

gestione, dalle imposte, dai ricavi per vendita biglietti e libri e 
dagli introiti diversi 

 
N

t t t t t t t

t 0

Cff B L D C G S


       

 
 Cash-flow economico ottenuto dal cash-flow finanziario non 

considerando le imposte 
 

N

t t t

t 0

Cfe Cff S


   
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 Cash-flow sociale ottenuto dal cash-flow economico 

aggiungendo gli introiti di tipo turistico 
 

N

t t t

t 0

Cfs Cfe T


   

 
determinare se e per quali orizzonti temporali fW , eW  e sW  

l’investimento artistico culturale presenta, nelle tre diverse 
ipotesi (finanziaria, economica e sociale), un tasso interno di 

rendimento ,
ˆ

ff Wi , ,
ˆ

ee Wi  e ,
ˆ

ss Wi non inferiore al prefissato tasso 

annuo di rendimento i . 

 
 Orizzonte del T.I.R. finanziario (costi di investimento e di 

gestione, dalle imposte, dai ricavi per vendita biglietti e libri e 
dagli introiti diversi) 

, , ,
ˆ ˆ ˆ( )

f f

N Q
k

t f Q f W 1 f W
K 0Q P

Cff 1 i 0 i i i





      

 Orizzonte del T.I.R. economico (idem, non considerando le 
imposte) 

, , ,
ˆ ˆ ˆ( )

e e

N Q
k

t e Q e W 1 e W
K 0Q P

Cfe 1 i 0 i i i





      

 Orizzonte del T.I.R. sociale (idem, aggiungendo gli introiti di 
tipo turistico) 

, , ,
ˆ ˆ ˆ( )

s s

N Q
k

t s Q s W 1 s W
K 0Q P

Cfs 1 i 0 i i i





      
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Esercizi svolti in Apl Dyalog 
 

 

Esercizio 2.2 (1)  -  Valore capitale di una rendita   >>> 

 

 
 

 
 

Esercizio 2.3 (1)  -  Valori attuali e montanti >>> 

 

 
 

Esercizio 2.3 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 

 
 

 
 

Esercizio 2.3 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 
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Esercizio 2.4 (1)  -  Rendite: valori attuali e montanti  >>> 
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Esercizio 2.4 (2)  -  Rendite: valori attuali  >>> 
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Esercizio 2.4 (3)  -  Rendite: modifica delle condizioni  >>> 
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Esercizio 2.5 (1)  -  Rendite perpetue: valutazione  >>> 

 

      
 

Esercizio 2.5 (2)  -  Rendite perpetue: calcolo del tasso  >>> 

 

 
 

 
 

Esercizio 2.6 (1)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 
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Esercizio 2.6 (2)  -  Rendite frazionate: valutazione  >>> 

 

 
 

 
 

Esercizio 2.9 (1)  -  Rendite continue: valutazione  >>> 

 

 
 

Esercizio 2.10 (1)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 
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Esercizio 2.10 (2)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 
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Esercizio 2.10 (3)  -  Rendite in progressione aritmetica  >>> 

 

 
 

Esercizio 2.11 (1)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 
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Esercizio 2.11 (2)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 
 
 

 
 

 
 

Esercizio 2.11 (3)  -  Rendite in progressione geometrica  >>> 

 

 


